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１　介　绍

　　１８９８年，德国数学家 Ａｄｏｌｆ　Ｈｕｒｗｉｔｚ得到下述

优美定理（定理１）；本文将对此给出一个简单的矩

阵论证明．一个流行于教科书的证明是用抽象代数

的方式，例如Ｊａｃｏｂｓｏｎ［４］．本文将要给出的证明，更

接近于 Ｈｕｒｗｉｔｚ的原始证明，它完全可以作为线性

代数的一个美妙应用介绍给大一学生．
定理１　设ｎ≥１．则存在ｘ１，…，ｘｎ 与ｙ１，…，ｙｎ

的实双线性函数ｚ１，…，ｚｎ 使得

（ｘ２１＋…＋ｘ２ｎ）（ｙ２１＋…＋ｙ２ｎ）＝ｚ２１＋…ｚ２ｎ （１）

对一切实变数ｘ１，…，ｘｎ 与ｙ１，…，ｙｎ 成立当且仅当

ｎ＝１，２，４，８．

在 Ｈｕｒｗｉｔｚ之前，数学家们已经注意到，对ｎ＝

１，２，４，８，存在以下引人注目的平方和乘积公式：

对ｎ＝１，等式平凡，即

ｘ２１ｙ２１＝（ｘ１ｙ１）２．
对ｎ＝２，我们有

（ｘ２１＋ｘ２２）（ｙ２１＋ｙ２２）＝（ｘ１ｙ１－ｘ２ｙ２）２＋（ｘ１ｙ２＋ｘ２ｙ１）２．
（２）

这不过是复数模长乘积法则的实形式，这个等式至

少已经为公元３世纪的Ｄｉｏｐｈａｎｔｕｓ所熟知．
类似地，由四元数范数的可乘性质可以得到

Ｅｕｌｅｒ于１７４８年发现的四平方和乘积公式：

（ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３＋ｘ２４）（ｙ２１＋ｙ２２＋ｙ２３＋ｙ２４）＝

ｚ２１＋ｚ２２＋ｚ２３＋ｚ２４， （３）

其中ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４ 分别为

ｚ１＝ｘ１ｙ１－ｘ２ｙ２－ｘ３ｙ３－ｘ４ｙ４，

ｚ２＝ｘ１ｙ２＋ｘ２ｙ１＋ｘ３ｙ４－ｘ４ｙ３，

ｚ３＝ｘ１ｙ３－ｘ２ｙ４＋ｘ３ｙ１＋ｘ４ｙ２，

ｚ４＝ｘ１ｙ４＋ｘ２ｙ３－ｘ３ｙ２＋ｘ４ｙ１．
注　Ｅｕｌｅｒ是在尝试证明数论中著名的四平方
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和定理（每个正整数均为４个完全平方数的和，它最

早由Ｆｅｒｍａｔ猜测，后来被Ｌａｇｒａｎｇｅ在Ｅｕｌｅｒ的基

础上证明，并为Ｅｕｌｅｒ进一步简化）时，得到上述乘

积公式．Ｇａｕｓｓ从Ｅｕｌｅｒ的四平方和乘积公式已经

预见到四元数（但未发表）．
在ｎ＝８时，存在一个类似的平方和乘积公式，

例如，见Ｊａｃｏｂｓｏｎ［４］，它最早由丹麦数学家Ｆ．Ｄｅ－

ｇｅｎ在１８１８年发现．Ａ．Ｃａｙｌｅｙ后来指出，这个公式

可以从八元数（又称Ｃａｙｌｅｙ数）的范数乘法公式给

出．Ｃａｙｌｅｙ还进一步考虑了这样的问题，对于ｎ＝１６
或者更一般的ｎ＝２ｋ，是否存在类似的平方和乘积

公式？或者，更一般地，我们可以提出下述问题：

Ｈｕｒｗｉｔｚ问题　对于哪些自然数ｎ，存在ｎ个变

数的平方和乘积公式？

１８９８年，Ｈｕｒｗｉｔｚ［３］对这一问题给出一个漂亮

解答，这就是上述定理１．Ｈｕｒｗｉｔｚ的证明是如此简

单优美，以至于２０多年以后，美国代数与数论学家

Ｌ．Ｅ．Ｄｉｃｋｓｏｎ专门撰文 ［２］介绍了Ｈｕｒｗｉｔｚ的证

明，这一经 Ｄｉｃｋｓｏｎ修改后的证明被Ｃｕｒｔｉｓ收录于

其线性代数教科书 ［１］中．笔者这里将通过借助于

Ｏ．Ｖｅｂｌｅｎ和Ｊ．ｖｏｎ　Ｎｅｕｍａｎｎ［９］中的一个引理

进一步简化 Ｈｕｒｗｉｔｚ的原始证明．

２　Ｈｕｒｗｉｔｚ问题的矩阵约化

　　Ｈｕｒｗｉｔｚ解决上述平方和问题的关键在于将这

一问题转化为一个矩阵问题．我们现在就遵循 Ｈｕｒ－

ｗｉｔｚ的思路完成这个转化．
假定存在ｎ个变数的平方和公式，设ｚｉ作为ｘ

和ｙ的实双线性函数表达如下：

ｚｉ＝∑
ｈ，ｊ
ｂｉｈｊｘｈｙｊ，ｉ，ｈ，ｊ＝１，２，…，（ ）ｎ ， （４）

其中ｂｉｈｊ∈瓗．将ｚｉ以向量形式表示，即ｚｉ＝Ｔｉｙ，其

中Ｔｉ ＝ （∑
ｎ

ｈ＝１
ｂｉｈｊｘｈ）为１×ｎ矩阵．记Ｔ ＝ （Ｔ１′，

Ｔ２′…，Ｔｎ′）′，这样ｚ＝Ｔｙ，进而

∑
ｎ

ｉ＝１
ｚ２ｉ ＝ｚ′ｚ＝ （Ｔｙ）′（Ｔｙ）＝ｙ′Ｔ′Ｔｙ

但另一方面，根据假设，我们还有：（∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ）（∑

ｎ

ｉ＝１
ｙ２ｉ）＝

ｘ′ｘ　ｙ′ｙ＝ｙ′（ｘ′ｘ）ｙ．因此Ｔ′Ｔ＝ｘ′ｘＩ，其中Ｉ为单

位矩阵．这就提示我们将不妨矩阵Ｔ表示为ｎ个矩

阵的线性组合．不妨令

Ｔ＝Ｂ１ｘ１＋Ｂ２ｘ２＋…＋Ｂｎｘｎ，推导可得

（∑
ｎ

ｋ＝１
Ｂｋｘｋ）′（∑

ｎ

ｈ＝１
Ｂｈｘｈ）＝ ∑

ｎ

ｋ，ｈ＝１
Ｂ′ｋＢｈｘｋｘｈ

＝∑
ｎ

ｈ＝１
Ｂ′ｈＢｈｘ２ｈ＋∑

ｈ＜ｋ

（Ｂ′ｋＢｈ＋Ｂ′ｈＢｋ）ｘｈｘｋ

＝ （∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ）Ｉ

事实上，直接计算可知Ｂｈ ＝ （ｂｉｈｊ）．这样就得到原始

的Ｈｕｒｗｉｔｚ矩阵方程（其中，δｈｋ是Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ记号）：

Ｂ′ｋＢｈ＋Ｂ′ｈＢｋ ＝２δｈｋＩ （５）

特别地，对于ｈ＝１，…，ｎ，我们有Ｂ′ｈＢｈ ＝Ｉ．令

Ａｈ ＝Ｂｎ′Ｂｈ，这里ｈ＝１，…，ｎ－１，容易验证Ａ１，…，

Ａｎ－１ 满足

ＡｉＡｊ＋ＡｊＡｉ ＝－２δｉｊＩ；　Ａ′ｉ＝－Ａｉ （６）

反之，如果Ｍ（ｎ，瓗）中存在ｎ－１个矩阵Ａ１，…，

Ａｎ－１满足（６），则容易验证这ｎ－１个矩阵和单位阵Ｉ
一起满足（５）．所以 Ｈｕｒｗｉｔｚ问题就归结为讨论

Ｍ（ｎ，瓗）中是否存在ｎ－１个矩阵Ａ１，…，Ａｎ－１满足
（６）？对此，Ｈｕｒｗｉｔｚ证明了下述结果：

定理２　Ｍ（ｎ，瓗）中存在ｎ－１个矩阵Ａ１，…，

Ａｎ－１ 满足（６）当且仅当ｎ＝１，２，４，８．

Ｈｕｒｗｉｔｚ由此推出定理１，这就解决了平方和乘

积公式问题．
注 　Ｈｕｒｗｉｔｚ在后来的文章中进一步考虑了这

样的问题：设矩阵Ａ１，…，Ａｋ ∈Ｍ（ｎ，瓗）满足（６），

则ｋ的最大值Ｋ（ｎ）是多少？对于这一问题，也有一

个比较简单的解答，有兴趣的读者可以参考 ［５］

或 ［６］．

３　 解的基本性质

　　 为了证明定理２，我们需要讨论 Ｈｕｒｗｉｔｚ矩阵

方程的一些基本性质．于本文而言，最关键的性质

如下：

引理 　 设Ａ１，…，Ａｋ ∈Ｍ（ｎ，瓗）满足

ＡｉＡｊ＋ＡｊＡｉ ＝－２δｉｊＩ， （７）

则下述２ｋ－１ 个矩阵

Ｉ，　Ａｉ（１≤ｉ≤ｋ－１），

Ａｉ１Ａｉ２（１≤ｉ１ ＜ｉ２ ≤ｋ－１），…，Ａ１…Ａｋ－１（８）

线性无关．
证明 　 我们先来证明下述观察：

Ａ１，…，Ａｋ中任意取ｌ个（１≤ｌ≤ｋ－１）不同矩

阵作成的乘积Ａｉ１…Ａｉｌ 的迹为零．
事实上，若ｌ为奇数，则对任意一个不同于ｉ１，…，ｉｌ

５２
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的指标ｊ有

Ａｊ（Ａｉ１…Ａｉｌ）Ａ
－１
ｊ ＝ （－１）ｌ（Ａｉ１…Ａｉｌ）ＡｊＡ

－１
ｊ

＝－（Ａｉ１…Ａｉｌ），

两边取迹就得到

ｔｒ（Ａｉ１…Ａｊｌ）＝－ｔｒ（Ａｉ１…Ａｊｌ），

从而ｔｒ（Ａｉ１…Ａｊｌ）＝０．
若ｌ为偶数，则对于ｉ１，…，ｉｌ 中的任意一个指

标，不妨取为ｉ１，有

Ａｉ１（Ａｉ１…Ａｉｌ）Ａ
－１
ｉ１ ＝ （－１）

ｌ－１（Ａｉ１…Ａｉｌ）Ａｉ１Ａｉ１
－１

＝－（Ａｉ１…Ａｉｌ），

两边取迹就得到ｔｒ（Ａｉ１…Ａｊｌ）＝０．
现在我们来证明（８）中的矩阵线性无关．假定存在

实数ｃ０，ｃｉ，ｃｉ１ｉ２，…，ｃ１２…（ｋ－１）使得

ｃ０Ｉ＋ｃｉＡｉ＋ｃｉ１ｉ２Ａｉ１Ａｉ２＋…＋ｃ
ｉ１ｉ２…ｉｌＡｉ１…Ａｉｌ ＋

…＋ｃ１２…（ｋ－１）Ａ１…Ａｋ－１ ＝０，

在上式两边同乘以Ａｉ１…Ａｉ１ 并取迹，我们最终得到

ｃｉ１ｉ２…ｉｌ ＝０．
证毕．
注 　 这里的引理取自［９］，它代替了［１］ｐ．３２１－３２２
的引理．

４　 定理２的证明

　　 现在我们可以给出定理２的证明，因为前面我

们已经给出了ｎ＝１，２，４，８时的平方和乘积公式，

因此充分性不言而喻，下面仅需证明必要性．
证明 　 不妨设ｎ≥２．若Ｍ（ｎ，瓗）中存在ｎ－１

个矩阵Ａ１，…，Ａｎ－１ 满足．由此，特别地，它们满足

（７），由引理可知，Ｍ（ｎ，瓗）中存在２ｎ－２ 个线性无关

的矩阵，关于维数，我们有如下不等式：

２ｎ－２ ≤ｎ２．
但另一方面，注意到奇数阶反对称矩阵不可逆，所

以由条件

Ａ２ｉ ＝－Ｉ，Ａｉ′＝－Ａｉ
推出ｎ一定为偶数．
然而，当ｎ≥１０时，我们可以归纳证明出

（２ｎ＋１－２ ＝２·２ｎ－２ ＞２ｎ２ ＞ （ｎ＋１）２）：

２ｎ－２ ＞ｎ２

所以ｎ只能等于２，４，６，８之一．下面我们只需要排

除ｎ＝６的情形．
反证法．假设Ａ１，…，Ａ５ ∈Ｍ（６，瓗）满足（６），

我们将证明下面１６个反对称矩阵

Ａｉ（１≤ｉ≤５），　ＡｉＡｊ（１≤ｉ＜ｊ≤５），

Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４Ａ５
线性无关．但我们知道Ｍ（６，瓗）中的反对称矩阵构

成的子空间的维数为６×５
２ ＝１５，这就得到了矛盾，

从而否定了ｎ＝６这种可能．
为了证明上面的１６个矩阵线性无关，我们只需

再次应用引理的证明中用到的那个观察：Ａ１，…，Ａ５
中取任意的不超过４个矩阵作成的乘积的迹等于

零．事实上，设存在实数ｃｉ，ｃｉｊ，ｃ１２３４５ 使得

∑
６

ｉ＝１
ｃｉＡｉ＋ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤６
ｃｉｊＡｉＡｊ＋ｃ１２３４５　Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４Ａ５ ＝０

（９）

在等式两边同乘以Ａｋ 得到

∑ｃｉＡｉＡｋ＋∑ｃｉｊＡｉＡｊＡｋ＋ｃ１２３４５　Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４Ａ５Ａｋ ＝０
两边取迹得到ｃｋ ＝０，代入（９）式，则

∑
１≤ｉ＜ｊ≤５

ｃｉｊＡｉＡｊ＋ｃ１２３４５　Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４Ａ５ ＝０ （１０）

在等式两端右乘ＡｋＡｈ（ｋ＜ｈ），则有

∑
１≤ｉ＜ｊ≤５

ｃｉｊＡｉＡｊＡｋＡｈ＋ｃ１２３４５　Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４Ａ５ＡｋＡｈ ＝０

两边取迹得到ｃｋｈ ＝０，代入（１０）式，即可得到ｃ１２３４５＝
０，故此１６个矩阵线性无关．证毕．

５　 推广到一般的域

　　 事实上，这里我们并不需要将数域限制在实数

域瓗，整个推理对复数域甚至是任意的特征不等于

２的域Ｆ都适用．换言之，本文的方法可以证明下述

结论：

定理３　 设Ｆ 是一个特征不等于２的域，则

Ｍ（ｎ，Ｆ）中存ｎ－１个矩阵Ａ１，…Ａｎ－１满足（６）当且

仅当ｎ＝１，２，４，８．
由此可得一般的 Ｈｕｒｗｉｔｚ定理（我们有理由相

信，Ｄｉｃｋｓｏｎ本人已经看出这样的结果）：

定理４　 设Ｆ是一个特征不等于２的域且ｎ≥
１．则存在ｘ１，…，ｘｎ 与ｙ１，…，ｙｎ 的双线性函数ｚ１，

…，ｚｎ 使得
（ｘ２１＋…＋ｘ２ｎ）（ｙ２１＋…＋ｙ２ｎ）＝ｚ２１＋…ｚ２ｎ
对一切ｘ１，…，ｘｎ，ｙ１，…，ｙｎ ∈Ｆ成立当且仅当ｎ＝
１，２，４，８．

６　 在几何学中的一个应用

　　 应该指出，Ｈｕｒｗｉｔｚ矩阵方程与代数、几何、拓

６２
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扑中的许多问题密切相关，特别值得介绍的是１９８３
年Ｍａｓｓｅｙ［７］给出的下述关于欧几里得空间的向量

积（交叉积）的基本结果：

定理５　ｎ 维欧几里得空间瓗（数量积记为

〈ｘ，ｙ〉）中存在满足以下两个条件的双线性向量积

×：（ｘ，ｙ）aｘ×ｙ
（ｉ）〈ｘ×ｙ，ｘ〉＝ 〈ｘ×ｙ，ｙ〉＝０．
（ｉｉ）‖ｘ×ｙ‖２ ＝ ‖ｘ‖２ ‖ｙ‖２－〈ｘ，ｙ〉２

当且仅当ｎ＝１或ｎ＝３或ｎ＝７．
定理５　可以从定理１得到，具体推导留给有

兴趣的读者，可参见Ｐｒａｓｏｌｏｖ［８］．注意，在三维空间

中，（ｉｉ）即我们熟知的Ｌａｇｒａｎｇｅ等式．Ｍａｓｓｅｙ定理

断言，本质上，除了一维的平凡情况，只有在三维空

间和七维空间才存在有意义的向量积．
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简讯

法国数学家获２０１７年度阿贝尔奖

挪威科学与文学院宣布，将２０１７年度阿贝尔奖授予法国数学家伊夫·梅耶尔，以表彰他在小波数学理

论发展方面发挥的关键作用。挪威科学与文学院在颁奖词中说，梅耶尔是小波分析理论现代化发展方面

“有远见的领导者”。这一理论处于数学、信息技术和计算科学交叉的发展领域，他的研究成果使小波分析

发展成为一种逻辑连贯、应用广泛的理论。小波分析作为一种较新的时频分析方法，是当前应用数学和工

程学科中一个迅速发展的新领域，广泛应用于计算调和分析、信号分析、数据压缩、医学成像、数字电影、计

算机分类与识别以及地震勘探数据处理等领域。去年美国激光干涉仪引力波观测台探测到两个黑洞碰撞

所发出的引力波，其中也应用到小波分析。

梅耶尔生于１９３９年，以一名法国公民的身份在北非的突尼斯度过了童年生活。他在１９５７年就读法国

巴黎高等师范学校，并于１９６６年在法国斯特拉斯堡大学获得博士学位。他曾先后在巴黎南大学、巴黎综合

理工大学、巴黎第九大学和卡尚高等师范学校任职。

阿贝尔是１９世纪的挪威数学家，很多以他名字命名的发现已被载入教科书。２００２年在阿贝尔诞辰２００

周年时，挪威政府决定设立阿贝尔奖，意在弥补诺贝尔科学奖项中没有数学奖的遗憾。这项国际性大奖授

予最杰出的数学家，奖金额为６００万挪威克朗（约合７１万美元），从２００３年起每年颁发一次。

（据新华社记者梁有昶、张淑惠）
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