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贝叶斯后验的快速计算方法
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摘 要：贝叶斯推断的主要障碍是后验分布积分计算，INLA方法通过对边缘后验密度的精确近似克服了
计算时间的问题，而且得到的计算结果与MCMC的精度几乎无异。文章首先对 INLA方法的计算进行介绍，然
后通过综述 INLA与MCMC的比较研究阐述了 INLA方法应用的优越性，并给出一个运用 INLA进行参数估计的
应用实例。
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0 引言

贝叶斯推断需要计算后验分布的积分，而后验分布往

往是复杂的、高维的、非标准形式的分布，积分难以计算。

MCMC方法是常用的一种行之有效的贝叶斯计算方法，该

方法渐进精确，但是存在运行速度相对较慢的问题，特别

是在大数据背景下很难适应新的模型的要求。

INLA是由Rue等（2009）[1]针对结构可加回归模型提

出的一种近似贝叶斯推断的快速方法，它基于近似数值积

分计算贝叶斯后验边缘。该方法的估计精度与MCMC方

法类似，但在计算时间上远远快于MCMC方法，对于INLA

需要几秒到几分钟的问题，MCMC通常需要几分钟到几小

时。而且R-INLA程序包目前已比较成熟，应用方便。

INLA方法提出后由于其运算速度上突出的优越性得

到了广泛关注，应用领域包括广义线性模型、平滑样条模

型、半参数回归、空间和时空模型、地统计模型等。例如，

Martino等（2010）[2]运用INLA对金融时间序列的随机波动

模型（SV模型）进行推断，基于1217天SP500指数日收盘

数据和1292天微软收盘价数据进行实际数据分析。Fong

等（2010）[3]运用 INLA方法对广义线性混合模型（GLMM）

的贝叶斯推断进行了研究。Yu和Rue（2011）[4]运用INLA

方法对分位数 τ =0.25,0.50和0.75分别进行参数估计，针

对慕尼黑房屋租赁数据，因变量为每平米的租金，模型包

括13个自变量的线性效应、面积和建筑年份的非线性效

应、以及房子位置的空间效应。Natário等（2014）[5]利用

INLA方法运用时空分层模型对葡萄牙森林火灾数据进行

分析。Gómez-Rubio（2015）[6]利用INLA方法对空间计量

模型参数进行推断，分析波士顿房产数据。

近几年，INLA方法在应用领域突显出优越的快速计

算能力。本文对其计算方法、优点进行阐述，并给出一个

应用实例，旨在为INLA方法的进一步研究和应用提供借

鉴。

1 INLA方法

INLA算法由Rue等（2009）[1]提出，该算法应用于一类

应用广泛的结构可加回归模型的贝叶斯推断。模型的因

变量假定服从指数分布族，均值 μi 通过一个连接函数 g(×)

连接到一个结构可加的预测变量 ηi ，即：g(μi)= ηi 。

ηi = α + å
j = 1

nf

f
( j)

(uji)+ å
k = 1

nβ

βk zki + εi （1）

其中，{ f
( j)

(×)} 是自变量 u 的函数，可选用不同的形

式，如：自回归模型、季节效应、空间效应等，{ βk }代表自变

量 z 的线性效应，εi 是非结构项。

结构可加回归模型是一类应用非常广泛的模型，包括

广义线性模型、平滑样条模型、状态空间模型、半参数回

归、空间和时空模型、对数高斯Cox过程和地统计模型等。

假定模型中的 α , { f
( j)

} ,{ βk },{ εi }具有高斯先验。令

向量 x 表示模型中 ηi , α ,{ f
( j)

} , { βk }这n个变量，π(×| × ) 表

示参数的条件密度，假定 π(x|θ1) 是零均值、精度矩阵 Q(θ1)

的高斯密度，nd 个观测变量 y ={yi:iÎ I} 的分布用

π(y|xθ2) 表示，假定 y ={yi:iÎ I} 在给定 xθ2 时条件独

立，令 θ = (θT
1θ

T
2 ) ，θ是m维向量。

主要目标是计算后验边缘密度 π(xi|y) ，π(θ|y) 和

π(θj|y) 。

边缘后验密度记为：

π(xi|y)= π(xi|θy)π(θ|y)dθ
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π(θj|y)= π(θ|y)dθ-j

INLA方法构建一个嵌套近似：

π͂(xi|y)=  π͂(xi|θy)π͂(θ|y)dθ （2）

π͂(θj|y)=  π͂(θ|y)dθ-j

通过近似 π(θ|y) 和 π(xi|θy) ，运用数值积分来计算

π(xi|y) 的近似。INLA方法近似边缘后验分为3步来完成：

（1）基于如下拉普拉斯近似计算 θ的边缘后验：

π͂(θ|y)µ
|

|
||

π(xθy)
π͂G(x|θy)

x = x*(θ)

（3）

其中，π͂G(x|θy) 是 x 的完全条件高斯近似，x*(θ) 是

给定 θ时 x 的众数。

（2）计算 xi|θy 密度的拉普拉斯近似：

π͂(xi|θy)=N{xi ; μi(θ)σ 2
i (θ)}

其中，μ(θ) 是高斯近似的均值，σ 2(θ) 是相应的边缘

方差向量。

（3）根据式（2）对 θ 进行数值积分，通过下式将前两

步结合起来：

π͂(xi|y)=å
k

π͂(xi|θky)π͂(θk|y)Dk

INLA方法是一种集成的嵌套拉普拉斯近似，联合解

析近似和数值积分得到近似后验边缘，可以用来计算后验

均值、方差和分位数等。该方法实现了快速计算，代价是

解析近似在计算后验概率时可能会有误差。另外，INLA

计算的是边缘后验而非联合后验。但模拟研究均表明，在

提高计算速度的同时，INLA方法可以保证较高的估计精

度。

2 INLA与MCMC的比较

由于MCMC方法是目前贝叶斯推断中应用最为广泛

的一种算法，INLA通过与其比较，可以直观的阐明INLA

方法的优越性。

在对模型进行贝叶斯推断时需要计算后验分布的积

分。MCMC方法的研究为推广贝叶斯推断方法的应用做

出了贡献，使得之前不能实施计算的一些统计方法变得比

较容易。求普通方法无法得到的后验分布密度常常运用

高维积分运算，MCMC方法可以得到一条或几条收敛的马

尔可夫链，该马尔可夫链的极限分布就是所需的后验分

布。MCMC方法的基本思想是通过建立一个平稳分布为

p(θ|xn) 的马尔可夫链来得到 p(θ|xn) 的样本，基于这些样本

就可以作各种统计推断[7]。

然而，结构可加回归模型运用MCMC方法时暴露出两

个缺点，一是 x 中的各分量之间强相关，二是 θ 和 x 也相

关，尤其当是n很大时。而INLA方法在收敛问题和运算

速度上得到很大改善，该方法提出后，很多学者通过模拟

数据或实际数据对其运行时间和估计精度与MCMC方法

进行了比较研究。

Paul M等（2010）[8]基于端粒酶数据，运用广义双随机

效应meta分析模型，对INLA（运用R软件的INLA程序包）

和MCMC（运用SAS软件的PROC NLMIXED）进行比较，

INLA运行时间小于0.2秒，而MCMC通过10000次后验抽

样（5000次预迭代），运行时间10分钟。通过进一步模拟

研究比较两者的运行时间和失败次数（即：产生诸如优化

数值计算不收敛所导致的不可靠结果）。每个meta分析

选用 25个研究，共模拟72种不同的情况，每种情况由

1000次meta分析组成。所有分析均在Intel(R) Core(TM) 2

Duo T7200 processor 2.00 GHz进行，INLA方法平均花费只

有3.8分钟（2.2 ~6.0分钟），而MCMC方法平均花费42.2分

钟（23.1 ~74.7分钟）。对于不收敛率，INLA方法非常稳

定，仅失败两次；而MCMC方法收敛问题与meta分析的设

计相关，总体来看，不收敛率为1.6%（72000次分析中失败

409次），并且72000次中有11037次的相关系数标准误差

非常大。另外，两种方法得到的灵敏度（即真正率）和特指

度（即真负率）的偏倚和MSE表现非常接近。综合来看，

基于MCMC抽样的贝叶斯方法往往需要很长的运行时间，

INLA方法快速，并且估计更稳健、具有更高的精度和更小

的偏倚。

Yu和Rue（2011）[4]针对包含非线性项和随机效应项的

可加混合分位数回归模型对INLA和MCMC进行比较，模

拟生成了两个数据集，样本量均为400，重复200次，对每

个数据集估计0.10,0.25,0.50,0.75,0.90分位数。MCMC方

法基于40000次迭代（15000次预迭代）。采用平均绝对偏

差（MADE）对估计进行评估，INLA和MCMC的模拟研究结

果几乎无异。并且，当估计极端的分位数时MCMC逊于

INLA。为了比较运行时间，模拟了样本量400, 800, 1500,

3000和6000的情况。INLA运行速度明显更快，各样本量

下的计算时间分别为 1.01 秒、1.97 秒、3.84 秒、8.25 秒、

18.09秒；而MCMC方法相应为22.64秒、46.82秒、87.89秒、

172.29秒、338.99秒，MCMC计算速度随着样本量的增加

而严重变缓。其中，INLA 在 single-processor 2.13-GHz

laptop 上运行，运用 R-INLA；MCMC 在 quad-core Intel

Pentium 2.84 GHz CPUs 上运行，运用Fortran程序。

Grilli L等（2015）[9]针对二元logit混合模型，通过模拟

研究对INLA和MCMC（Gibbs抽样器）的贝叶斯推断进行

比较。对不同的先验设定，INLA方法总是收敛的更快，计

算迅速。当组数（层-2单位数）较大时（大于70）所有的先

验设定均能得到较好的估计结果，先验的选择会影响IN-

LA和MCMC的估计。模拟不同的组数和每组观测数时组

方差估计的偏倚，最坏的情况（10组，每组10个观测）下，

INLA的偏倚仅增加10%，但MCMC增加20.8%。回归系数

点估计的偏倚，两种方法的结果类似。综合来看，INLA比

MCMC更精确，计算时间上更优越，例如：组数100，每组观

测数50时，INLA耗时11秒，而MCMC却需要534秒。

Schrödle等（2011）[10]基于牛病毒性腹泻数据的时空模

型，对所有参数的后验分布MCMC方法得到的直方图与
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INLA得到的近似曲线是一致的。MCMC抽样所得的DIC

值与由INLA计算的DIC值非常接近。INLA计算时间为

233.23秒，而MCMC（3030000次迭代，30000次预迭代）速

度为每秒进行246次迭代，即：花费时间远远高于INLA。

Taylor（2012）[11]针对空间连续高斯过程，通过模拟研

究比较 INLA 与 MCMC。MCMC 运用 M-H 算法，进行

100000次迭代（10000次预迭代）。通过不同的参数设置

模拟了18种情况，综合来看，INLA计算时间降低了30%~

50%，两种方法的MSE无显著差异。

3 应用实例

下面通过一个简单的例子来说明如何运用INLA方法

进行参数估计。以微博评论数影响因素研究数据为例，因

变量为 y（评论数），微博的评论数是计数数据，数据非负、

分布尖峰、严重偏斜、方差明显大于均值、过度离散，因此

适用广义线性模型中的负二项回归。自变量为每条微博

具有的特点，包括 x1（时新性）、x2（时间性）、x3（重要

性）、x4（趣味性）、x5（延续性）、x6（显著性）、x7（个体

性）、x8（正面性）。 x1 和 x2 是多分类数据，转换为虚拟变

量来处理；x3 - x8 为二分类数据。

运用R软件INLA程序包中的inla函数进行估计。

library (INLA)

wbdata =read.table("wb.txt",header=T)

print(head(wbdata))

formula<-y~as.factor ( )x1 + as.factor ( )x2 + as.factor ( )x3

+ as.factor ( )x4 + as.factor ( )x5 + as.factor ( )x6 + as.factor (x7) +

as.factor ( )x8

nm<-inla(formula, data=wbdata, family=“nbinomial”)

summary(nm)

模型的参数估计见表1所示。http://www.r-inla.org 给

出了R-INLA的相关说明。

4 结论

INLA方法是一种灵活易用的计算工具。在数据量越

来越大的今天，计算开销是重点考虑的问题之一，算法的

计算速度显得更加重要，INLA方法在保证计算精度的同

时，具有突出的快速计算能力。由于贝叶斯方法在机器学

习领域的重要应用，INLA方法除了对这一大类隐高斯模

型进行贝叶斯推断，在机器学习领域也必然会展现其优

势。
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Intercept

as.factor( x1 )1

as.factor( x1 )2

as.factor( x1 )3

as.factor( x1 )4

as.factor( x2 )1

as.factor( x2 )2

as.factor( x3 )1

as.factor( x4 )1

as.factor( x5 )1

as.factor( x6 )1

as.factor( x7 )1

as.factor( x8 )1

mean

2.9821

-0.487

-0.1811

0.0585

0.3789

0.464

2.1568

0.1829

0.3565

-0.1704

-0.9897

0.3063

-0.1905

sd

0.1131

0.2564

0.1085

0.1388

0.1285

0.0877

1.2541

0.1008

0.1542

0.0898

0.18

0.1396

0.0834

0.025quant

2.7633

-0.9673

-0.3953

-0.2118

0.1275

0.2918

0.0905

-0.0163

0.0614

-0.3455

-1.3336

0.0355

-0.3543

0.5quant

2.981

-0.4956

-0.1807

0.0577

0.3786

0.464

2.0105

0.1833

0.3538

-0.1709

-0.993

0.3052

-0.1905

0.975quant

3.2071

0.0416

0.0308

0.3329

0.6318

0.636

4.9795

0.3795

0.6671

0.0071

-0.6265

0.5834

-0.0267

mode

2.9787

-0.5132

-0.1799

0.0562

0.378

0.464

1.679

0.1842

0.3484

-0.1718

-0.9997

0.3029

-0.1906

表1 负二项回归基于 INLA方法的贝叶斯推断
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